MATEMATICA DISCRETA — GUIAPRACTICA UNIDAD 5

RELACIONES DE ORDEN, REDES Y ALGEBRAS DE BOOLE

l. RELACIONES DE ORDEN

1. EnA={ab,c,d,e}sedefinen las siguientes relaciones:
(recordar que AA={(x,x) / x € A}
R =AA U {(a,b),(a,c),(a,e),(b,c),(b,e),(d,c),(d,e)}
S=AAU {(e,a),(e,b),(e,d),(a,b),(b,d),(c,d)}
T=AAU{(c,d),(b,c),(a,e),(d,e),(b,e),(b,a)}
Y = AA U {(a,c),(d,a),(d,c),(b,a),(b,d),(b,c),(e,c),(e,a),(e,d),(e,b)}

a) Analice si cada una de las relaciones es de orden. Justificar.

b) Paralas que sean de orden, haga el diagrama de Hasse, indique si es de orden parcial o total,
y halle la relacién inversa y analice si es de orden

2. Dada la matriz M), indique, justificando, si la relacion R es de orden
11 1 1

101 0 0
Mm=lo 1 1 0
01 0 1

3. Demuestre que las siguientes son relaciones de orden en los conjuntos indicados:

a) En N (naturales): aRb&alb

b) EnZ (enteros): aRb®3ceNg:b=a+c
c) En R (reales): aRb®azxb

d) En g (A) (partes de A): XRY& XNY=X

4. Indique V o F (justificando): Si Ry S son relaciones de orden en A, entonces:

a) Rl'esdeordenenA
b) RNSesdeordenenA
c¢) RUSesdeordenenA
d) SiRCS ~Sesdeorden total =>R es de orden total
e) SiRCS ~Sesdeorden parcial => R es de orden parcial
5. Sean (A; <1) y (B; <2) dos subconjuntos ordenados. Sea AXB el producto cartesiano donde se
define la siguiente relacién: (x,y) R (z,t) @ x <1z My <3t
a) Demuestre que R es relacién de orden

b) Si(A; <1)y (B; <;) son totalmente ordenados, ¢es (AXB, R) orden total también?

c) Considere A={0, 1} con larelacién: <1 ={(0,0),(0,1), (1,1) }yB={a,b,c}con
<,={(a,a), (a,b), (a,c), (b,b), (b,c), (c,c)}, haga el diagrama de Hasse de la relacién R del
producto cartesiano.
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6.

10.

11.

12.

13.

14.

Sea la relacién R definida en el conjunto de funciones tal que f R g < f(0) = g(0)
a) Analice si R es d orden en el conjunto de todas las funciones. Justifique o demuestre.

b) Considere que B = { f(x) = x*, g(x) = cos(x) , h(x) = 6e*, m(x) = 2x — 3, s(x) = |x| +4 } Haga el
diagrama de Hasse de (B,R) e indique si es totalmente ordenado.

Sea R una relacidn de orden definida en un conjunto A y S una relacién de equivalencia definida
en el mismo conjunto. Se pide:

a) Demuestre que larelacién RN S es de orden

b) Considerando A={1,2, 3,4}y sabiendo que las relaciones R y S son iguales, escriba la
matriz de la relacién T =R

En un conjunto de 4 elementos ées posible definir 12 relaciones de orden distintas no isomorfas

entre si? Justifique

ELEMENTOS NOTABLES
Sea el conjunto ordenado (A ={1,2,3,4,5,6,8,9,12} ;| )

a) Haga el diagrama de Hasse e indique maximales y minimales
b) Halle C C Atal que C esté totalmente ordenado
c) Indigue conjunto mayorante y minorante de B={2,3, 6}, supremo e infimo de B.éson

maximo y minimo?

Construya un caso, de ser posible, en el conjunto A = {a,b,c,d,e,f,g} una relacidon de orden a través
de un diagrama d Hasse de modo tal que: “c” sea el Unico minimal, carezca de maximo y “f” sea
la Unica cota superior del subconjunto (a, b, g}

Dada la relacién definida en N2 (a,b) R (c,d) & a | c*b<d

a) Demuestre que R es de orden

b) Halle cotas superiores, cotas inferiores, supremo e infimo del subconjunto
X={(4,4),(8,6),(8,5),(4,6),(6,3),(12,9)}

En  (a) se define la relacién Rcomo: XRY & X NnY = ¢

a) Demuestre que la relacién es de orden

b) SiendoA={1,2,3,4} halle el supremoy el infimo del subconjunto B={{1,3},{1,3,4},{3,4}}

Sea A = {1,2,3,4,5,6,7,14,20} donde se define la relacién: aRb < (a=b) v (p(a) < p(b)), siendo
p(n)=cantidad de letras del nombre de n (por ejemplo: p(3) = 4)

a) Pruebe que R es una relacion de orden y haga el diagrama de Hasse de A

b) Indique cotas superiores e inferiores, supremo, infimo, maximo y minimo del subconjunto
B={4,5,6,7}

Sea el conjunto ordenado (R ; S)yA={x/x=%, conneN}

a) Halle algunos elementos del conjunto A. Compruebe que es subconjunto de R
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

b) Halle cotas superiores e inferiores de A, supremo e infimo, e indique si existen maximo y
minimo.

Sea el conjunto A={1,2,3,4,5, 6 }. Haga el diagrama de Hasse de una relacién de orden S
sabiendo que 2 es el primer elemento, las cotas superioresde{3,5,6}son{5, 4}, hay un Unico
maximal y el subconjunto{1,3,5, 6 }esisomorfoa(Dss, | ). Indique si es de orden total.

Indique se las siguientes proposiciones son V o F, justificando:

a) Larelacion R definida en Z tal que xRy < |x| < |y| es de orden.
b) Si un conjunto esta bien ordenado, entonces esta totalmente ordenado.
c) Siun conjunto esta totalmente ordenado, entonces esta bien ordenado.

d) Si(A; <) es un conjunto finito y totalmente ordenado, entonces cualquier subconjunto tiene
minimo.

e) Sim es minimal del conjunto ordenado (A; <) => m es maximal de (A; <)

f)  (Ds2, | ) esun conjunto BIEN ordenado.
Dada la relacion S definida en dom(f): xSy < f(x) > f(y)

a) Demuestre que si f es cualquier funcion inyectiva, entonces S es de orden

b) Considerando f(x) = 1/x, halle las cotas inferiores de x=5
REDES

Indique cudles de los siguientes conjuntos finitos ordenados dados por su diagrama de Hasse, es
una red. Justifique:

a) b) c)

Indique cudles de los siguientes conjuntos ordenados es una red. Justifique:

a) ({1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}; | )

b) ({1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}; <

c) (Da;|)

d) (P({ab,c}); S )({{fi}, {fufa}, {fufs}, {fufafe}, {fufe}} ; S )
e) (N;[)

f) (Z;2)

Para las redes del ejercicio anterior, indique las operaciones que las estructuran como redes
algebraicas.
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21. Indigue Verdadero o Falso, justificando:

a) Todo conjunto ordenado finito con primer y Ultimo elemento es red.
b) Toda red es un conjunto totalmente ordenado.

c¢) Todo conjunto bien ordenado es red.

d) Entodared: x Sy & sup{x,y}=vy

22. En el conjunto de las funciones reales F = { f: Df > If / Df € R} se define larelacionfSg & [r S I,

a) IndiquesiS es de orden en F, justificando correctamente.
b) Considerando el subconjunto A={f,g,h,s,t, m}con fiDf—1Ir / f(x)=3x+2;

g:Dg =1, / g(x):%;h:Dh—ﬂh/h(x)=x4—5;s:Ds—>IS / s(x)=e*;t:D, > I, /
t(x) =V7 +6x —x%;m:D,, = I, /| m(x) = arcsen(x —5)

Construya el diagrama de Hasse e indique si ( A; S) es red. Justifique.

23. Sabiendo que (A; +; ® ) es una red algebraica, se pide:

+

1

2 a) Complete la tabla de la operacién +, haga el
3 diagrama de Hasse y la tabla de e.

a4

5 b) Indique si la red es distributiva y si es
6 i C complementada. Justifique.

+ a b | d C e f | g h
a . f : g h
b - o] a) Complete latabla de la operacion

e +, haga el diagrama de Hasse y la
[ : h

! tabla de o.

d h
e h
f h b) Indique si la red es distributiva y
g h si es complementada. Justifique.
h

; _ . _ h a) Complete latablade +, hagalade oy
_________ h el diagrama de Hasse de la relacién de
' : ________ h orden.
L oh
___________________ ho b) Analice si la red dada es distributiva y

complementada. Justifique.

o S s

mw»mew c) Analice si es isomorfaa (Ds; | ).
' ' i ' Justifique

> |ta
>
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IV.  ALGEBRAS DE BOOLE
26. Analice cudles de las siguientes redes son Algebras de Boole:

a) (Dis; <)
b) (Dis;m.c.m.; m.c.d.)
c) (e@);u;n)
d ({®,{1},{2},{3},{1,23}} ;<)
e) ({0,1}™;V;A)
27. Sea LARed (D70; |)

a) Defina las operaciones binarias que la estructuran como red algebraica.
b) Si(Ds; |)esAlgebrade Boole, indique el conjunto A de los &tomos y defina un isomorfismo
con(f(4); <

28. Considere la siguiente Algebra de Boole: ( g2(4); € ), siendo A = {1,2,3}. Indique cudles de los
siguientes subconjuntos son subdlgebras de Boole de §(4)

a) {0,{2},{3},A} b) {®,{1},{2,3},A} o {o,{1},1{2},{12}}

29. Indique el valor de verdad de las siguientes proposiciones en toda Algebra de Boole (A; V; A),
demostrando o justificando segln corresponda:
a) Vx,y,z€€Aix Vy=xVz=oy=z
b) Va,b €EA:a<b Aa<b=>a=0,
c) Vx,y EAi(x Ay=x ©x Ay= 0y
d Vab €A:bva=1, =an[bv(anb)|=a
e) Vab,ceA:(anb)Vc=aA(bVc) © c<a
f) Vx,yeA:(x Vy)V(xAy) =1y
g) Toda Algebra de Boole es una red totalmente ordenada
h) Puede haber elementos que sean complementos de si mismos.
i) SiAesAlgebrade Boole, entonces su cardinal es 2"

i) SiAesunared conun nimero 2"de elementos, entonces A es un Algebra de Boole.
30. Entoda AlgebradeBoole (A;+;®),sia-b<c Aa+c= 1, se cumple:

a) a=c b)c<b cdascAbs<c dc=1,
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V.

31.

32.

33.

34.

35.

FUNCIONES BOOLEANAS

Para las siguientes funciones booleanas de {0,1}3 =2 {0,1}:

f,y,z)=CZ+y+x)-Z+y
g, y,z)=x-z+y +x-y

Se pide:

a) Construya la tabla de cada una.

b) Escriba a cada una en FND (forma normal disyuntiva) y en FNC (forma normal conjuntiva)
c) Simplifique la expresion de cada una de las funciones.

Dada la funcién booleana f(x,y,z) =x-y-(z+x)+CZ+y+x)-Z -y+x-2:
a) Escriba dicha funcién en forma normal disyuntiva, utilizando leyes de Algebra de Boole

b) Disefie un circuito con la menor cantidad de compuertas para implementar la funcién dada.

Nota: siempre se deben usar compuertas binarias (de dos entradas) excepto las NOT.
Indique Verdadero o Falso, justificando:

a) LaFND de la funciéon booleana f(x,y,z) = x - y + ¥ consta de 5 minitérminos.

b) La funcién booleana f(x,y,z) = (X + y + Z) - x - Z puede implementarse con un circuito
formado solamente por dos compuertas NAND.

c) Laforma normal conjuntivade f(x,y,z,w) = (W + 2) - x + (v + Z) tiene 4 maxitérminos.

d) Es posible implementar con una Unica compuerta la funcidn booleana:

f,y,z)=x-y+z+y+z

e) La forma normal disyuntiva de la funcién booleana: f(x,y,z,t) =x-y-(z +t + 2) tiene
cinco minitérminos.

f) La funcidén booleana: f(x,y,z) =x-z+y -z + X puede ser implementada en un circuito
formado solamente por una compuerta AND, una OR y una NOT.

Se tiene un compuesto para analizar en laboratorios. Si el compuesto tiene sustancia Z debe
rechazarse. Si tiene sustancia X, solo se aceptard si también posee sustancia Y. En el resto de los
casos no hay problema en aceptarla.

a) Defina una funcion boolena f(x,y,z) a través de una tabla que detecte los rechazos (debe valer
0 si se rechaza y 1 si se acepta) y escriba la forma normal disyuntiva de f(x,y,z).

b) Simplifique a su minima expresidn y construya el circuito con compuertas AND, OR y NOT.
Se tiene una caja con papelitos de un solo color, algunos rojos y otros azules. Cada persona extrae

tres papelitos en orden. Para ganar el premio, los tres papelitos deben ser del mismo color o bien
el segundo rojo y el tercero azul (sin importar el primero).

a) Represente la situacion mediante la tabla de una funcién booleana que valga 1 cuando gana
el premio. (para las entradas, use 0 para rojo y 1 para azul)

b) Simplifique la expresidn y disefie un circuito combinatorio usando solo compuertas NAND.
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36. Deungrupo de cinco personas: Ana, Beto, Carmen, Daniel y Elba, en la siguiente tabla se muestran
los idiomas que habla cada persona:

a) Arme una funcion booleana que contemple la necesidad de contar por lo menos con un
traductor de cada idiomay arme el circuito usando la menor cantidad de compuertas binarias
AND y OR.

b) Indique la cantidad de maxitérminos que tiene la forma normal conjuntiva (no hace falta

anotarlos todos, pero si explicar cdmo los calcula)

37. En una industria colocaron una alarma contra incendios que debe programarse de acuerdo a lo
gue marquen cuatro sensores A, B, Cy D. Si el detector de llamas A estd encendido la alarma debe
dispararse independientemente de lo que indiquen las demas. Pero si el A estd apagado,
solamente deberd dispararse la alarma si estan encendidos el B y al menos uno de los dos C o D.

Se pide:
a) Construya la tabla de la funcién booleana que modeliza la situacion.
b) Halle la expresidon mas simple de dicha funcién booleana.

c) Disefe un circuito de compuertas
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